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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНО 
ВОЗМУЩЕННЫХ ИНТЕГРО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 
 

Постановка задачи. 
 
     Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение с малым 
параметром 0>ε : 
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с начальными условиями: 
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где  −−= 1,0, niiα некоторые известные постоянные.  
        Предположим, что выполнены следующие условия: 
        I. Функции nitFtAi ,1),(),( =  на отрезке [0,1], а 

1,0),,( −= njxtK j  в области )10,10( ≤≤≤≤= xtD  

являются достаточно гладкими, причем ,0)0,(1 ≠− tKn  
].1,0[∈t  

        Требования II-VI главы 1 остаются без изменений. 
Обозначим их снова II-VI.   
        Так как интегро-дифференциальная задача (1), (2) обладает 
явлением начального скачка −− )2(n го порядка (см. теорему 
1, гл.1) , то для построения асимптотики решения задачи (1), (2) 
предварительно рассмотрим вспомогательную задачу Коши с 
начальным скачком в левой точке 0=t : 
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где 2,0),(),( −= nicai εε  регулярно зависят от ε   и  имеют 
следующие асимптотические представления: 
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а −= ,...1,0,, kca k
i
k пока неизвестные коэффициенты, 

подлежащие определению. 
        Рассмотрим вырожденное уравнение: 
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с начальными условиями: 
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где −∆∆ −2
0),( nat  так называемые начальные скачки 

интегрального члена и −− )2(n ой производной решения 
соответственно, определяемые из формул начального скачка: 
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        Задача Коши (5), (6) называется вырожденной для задачи с 
начальным скачком (1), (3). 
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Алгоритм построения асимптотики решения 

вспомогательной задачи Коши с начальным скачком. 
 
        Асимптотическое разложение решения задачи (1), (3) ищем 
в виде: 
 

,     ),()(),( 2

ε
ττεε εε

twtyty n =+= −                       (8) 

 
где −)(tyε регулярная часть и −)(τεw погранслойная часть 
асимптотического решения задачи (1), (3) определяются в виде: 
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Предварительно умножив обе части (1) на ε , а затем,  
подставляя (8) в (1), имеем: 
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             (10) 
где )(i  сбоку и сверху означают производные −i го порядка  по 
t  и τ  соответственно. В последнем интеграле правой части (10) 

сделаем замену 
ε
xs =  и верхний предел 

ε
1

 заменим на 

∞ .Тогда, выписывая члены, зависящие от t   и τ  отдельно, из 
(10) имеем следующие два уравнения для определения )(tyε  и 

)(τεw : 
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        Подставляя разложение (9) в (11),  (12) и разлагая функции    
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1,0),,(    ,,1),( −== njstKniA ji εετ  в ряды по степеням 

ε , а затем,  приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях малого параметра, получим последовательность 
уравнений для определения )(),( τkk wty . 
        Для ,...1,0),( =ktyk  имеем линейные интегро-
дифференциальные уравнения :  
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где −)(tFk уже известная функция, выражаемая формулой: 
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        Для определения )(0 τw  имеем однородное, а для )(τkw - 
неоднородное дифференциальное уравнение: 
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где −Φ )(τk уже известная функция, зависящая от 
kiWi <),(τ : 
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причем 0)0()( ≡i
lA  при .0≤l  

        Определим теперь начальные условия для коэффициентов 
).(),( τkk wty  Для этого подставим разложение (8) с учетом (9) 

в начальные условия (3) и приравняем коэффициенты при 
одинаковых степенях ε . Тогда имеем: 
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        Чтобы найти недостающие начальные условия 
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Из (19), с учетом (180), имеем: 
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Тогда с учетом (20) начальные условия (170) примут вид: 
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Интегрирем уравнение (150) с учетом (19) сначала от 0 до τ , а 

затем от 0 до ∞  и потребуем 0)(,0)(
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0 =∞=∞
−− nn

ww . Тогда 
получим: 
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Продолжая этот процесс, получим следующие начальные 
условия для )(0 τw : 
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        Итак, уравнение (130) решается при начальных условиях 
(210), а уравнение (150)- при начальных условиях (220) и, тем 
самым, нулевые приближения определены полностью. 
        Сравнивая задачи (5), (6) и (130), (210) получаем равенства 
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задачи (150), (220) 
получаем формулу (7).                                    
        Для определения последующих приближений обратимся к 
уравнению (15k) и интегрируем его от 0 до ∞ . Тогда,  требуя 
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        Отметим, что все несобственные интегралы, входящие в 
(23) и в другие выражения, сходятся (см.(29)). 
Подставляя в (23) начальные условия (18к), получим: 
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Интегрируя теперь (15к) от 0 до τ , и учитывая (23) имеем: 
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Интегрируем (25) от 0 до ∞ , и требуя выполнение 
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Подставляя (24) в (26) получаем: 
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        И так далее, по индукции для уравнения (15к) получаем 
следующие начальные условия: 
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        Тогда начальные условия (17к) с учетом (22к) представимы 
в виде: 
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        Таким образом, уравнение (15к) решаем при начальных 
условиях (22к), а уравнение (13k) - при начальных условиях (21к) 
и, тем самым, −k  ые приближения определены полностью. 
 
 

 Оценка пограничных функций 
 

        Лемма (Об оценке пограничных функций). 
        Пусть выполнены условия I,II. Тогда для решений 

1),(),(0 ≥kww k ττ  задач (150), (220) и (15k), (22к)  при 0≥τ  
справедливы следующие оценки: 
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где −<<> γγ0    ,0K некоторые постоянные, не зависящие 
от t  и ε . 
        Доказательство. Докажем оценки (27к) методом 
математической индукции. При 0=k  решая уравнение (150) с 
начальным условием (220), имеем: 
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Оценивая (28) с учетом условия II, получим  для )(
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последовательно получаем оценки (270) для 2,0 −= ni . 
     Тем самым, оценки (27к) для 0=k  доказаны. 
     Предположим, что оценки (27к) справедливы до номера 

.1−k Докажем для номера k . С учетом индуктивного 
предположения из (16) получим оценку: 
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Из уравнения (15k) с учетом начальных условий (22к) имеем:  
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Оценивая (30) с учетом II и оценки (29), имеем оценку (27к) для 
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непосредственно следуют оценки (27к) для ),(
)(
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i

kw  2,0 −= ni . 
Тем самым, оценки (27к) 0≥∀k  доказаны. Лемма доказана. 
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Разрешимость уравнений регулярных членов 
асимптотики. 

 
        Обратимся к линейному интегро-дифференциальному 
уравнению  (13k), 0≥k : 
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где )(tFk  имеет вид: 
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     Пусть функции 2,0),,( −=Ψ nisti  являются решением 
задачи: 
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     Тогда решение задачи (31), (21k) представимо в виде: 
 
 

,)(),(
)(

1                                  

)0,()0(...)0,()0()(

0
2

1

2
)2(

0

∫ Ψ+

+Ψ++Ψ=

−

−
−

t

kn

n
n

kkk

dsszst
sA

tytyty
         (34) 

 
где через )(tzk  обозначена правая часть (31), т.е. 
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.)](),(                                     

...)(),([)()(

)1(
1

1

0
0

dxxyxtK

xyxtKtFtz

n
kn

kkk

−
−+

∫ +++=
        (35) 

           
     Подставляя (34) в (35) относительно )(tzk  получаем 
интегральное уравнение: 
 

∫+=
1

0
,)(),()()( dsszstKtftz kkk                                  (36) 

где  
 

∫

∫

−
−−−

−

−
−

Ψ++Ψ+

++Ψ+

++Ψ+=

1

0

)1(
2120

)2(

)1(
01

1

0
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,)]0,(),(...)0,(),([)0(

...)]0,(),(                                    

...)0,(),([)0()()(

dxxxtKxxtKy
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xxtKytFtf

n
nnn

n
k

n
n
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           (37) 

∫
−
−−−

−

Ψ++Ψ+

+=

1
)1(

2120
1

1

1

.)],(),(...),(),([
)(

1
)(

),(
),(

s

n
nnn

n

dxsxxtKsxxtK
sA

sA
stK

stK
 

 
В силу условия VI интегральное уравнение (36) имеет 
единственное решение, представимое в виде: 
 

,)(),()()(
1

0
∫+= dssfstRtftz kkk                                (38) 

где −),( stR резольвента ядра ).,( stK  
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        Подставляя теперь (38) с учетом (37) в правую часть (34), 
получим решение задачи (31), (21k) или, что, то же самое, 
решение задачи (13k),(21k) в виде: 
 
 

),()()0(...)()0()( 2
)2(

0 trtuytuyty kn
n

kkk +++= −
−    (39к) 

 
где  
 

∫ ∫

∫ ∑ ∫

+
Ψ

=

−=

Ψ
Ψ

+Ψ=

−

−

=

−

t

kk
n

k

j
i

t n

j
j

n
ii

dsdFsRsF
sA

st
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dxdsxxsK
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st
ttu

0

1
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1

0

1

01
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.])(),()([
)(

),(
)(
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,)0,(),([
)(

),(
)0,()(

ξξξ

 

(40)       

1,0   ,),(),(),(),(
1

0
−=+≡ ∫ njdxKsRxsKxsK jjj ξξξ  

 
 

 Оценка остаточного члена асимптотического 
разложения 

 
 
        Образуем N - ую частичную сумму разложений (8), (9): 
 

∑ ∑ =+=
=

+

=

−N

k

N

k
k

kn
k

k
N

twtyty
0

1

0

2 ,  ),()(),(
ε

ττεεεε       (41) 

 
где коэффициент )(0 ty однозначно определяется из уравнения 
(130) с начальными условиями (210), а коэффициенты 

Nktyk ,1),( =  однозначно определяются из задачи (13к), (21к). 
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        В случае 2−≥ nN  коэффициенты ),(τkw  

2,0 +−= nNk  однозначно определяются из задачи (15к), 

(22к). Коэффициенты 1,3 ),( ++−= NnNkwk τ  однозначно 
определяются из уравнения (15к) с начальными условиями: 
 
 

⎪
⎪
⎪
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⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−+−−=

∑ ∫ Φ+

+−
−

+−−=

=
−−

=

∞
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,)3(,0                  ,0
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2

0 0
1

)1(
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1

1

)(

nnNki

d
j

A

yc
A

nNki

w
in

j
k

j
j

n
kkin

in

i

k

τττ
           (42) 

 
        В случае 2−< nN  коэффициенты 1,0),( += Nkwk τ  
однозначно определяются из уравнения (15к) с начальными 
условиями (42).      
        Можно убедиться, что функция ),( εtyN , выражаемая 
формулой (41), удовлетворяет уравнению (1) и начальным 
условиям (3) с точностью порядка )( 1+NO ε , т.е. 
 

),()],(),(              

...),(),([)(

1)1(
1

1

0
0

+−
− ++

∫ +++=

Nn
Nn

NN

OdxxyxtK

xyxtKtFyL

εε

εε
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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−=+++
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+
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,2,0     ,... 
),0(

1
1

10

10
)(

ni
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niaaa
y

N
N

i
N

Nii

i
N

ε
εε

εε
ε     (43) 

 
        Разность между точным решением ),( εty задачи (1), (3) и 
ее приближенным решением ),( εtyN  называется остаточным 
членом асимптотики решения задачи (1), (3) и обозначим его  

),( εtRN , т.е. 

),(),(),( εεε tRtyty NN =−                           (44) 
 
     Подставляя (44) в (1) и учитывая (43), получим для 
остаточного члена следующую сингулярно возмущенную 
задачу: 
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

==

++

∫ ++=

+−+

−
−

),(),0(   ,...,   )(),0(

),,()],(),(               

...),(),([

1)1(1

)1(
1

1
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0

Nn
N

N
N

n
Nn

NN

OROR

tfdxxRxtK

xRxtKRL

εεεε

εε

εε

  (45)                      

 
где функция ),( εtf имеет вид: 

),()],(),(

...),(),([)(),(

)1(
1

1

0
0

εε

εε

ε tyLdxxyxtK

xyxtKtFtf

N
n

Nn

N

−+

∫ +++=

−
−

               (46) 

 
и она с учетом (43) имеет оценку: 
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.10           ,),( 1 ≤≤≤ + tKtf Nεε                  (47) 
 

        Уравнение (45) имеет такой же вид, что и (1). Поэтому его 
решение  представим в виде: 
 

∫++

++=

−−
−

t

nn
n

N

NN

dsszstKtKR

tKRtR

0
11

)1(

0

,),(),,(1),0,(),0(

...),0,(),0(),(

εε
ε

εε

εεε
 (48) 

 
где 1,0),,,( −= nistKi ε  - функции Коши, являющиеся 
решением задачи (36) и имеющие оценки (49) (см. главу 1), а 

),( εtz - решение интегрального уравнения: 
 

,),(),(),0,(),0(...

),0,(),0(),0,(),0(),(),(
1

0
1

)1(

10

∫+++

+′++=

−
− dsszstKtR

tRtRtftz

n
n

N

NN

εεαε

εαεεαεεε

ε
                     

(49) 
где 1,0),,0,(),,( −= nitstK i εαε  выражаются формулами 
(53), (54) главы 1. 
 
        Теорема 4. Пусть функции nitFtAi ,1),(),( =   на отрезке 

]1,0[ , а ),,( xtK j  1,0 −= nj   в области −D  непрерывны 

вместе со своими производными до −+ )2(N го порядка 
включительно и выполнены условия II-VI.Тогда при достаточно 
малых ε  решение ),( εty  задачи Коши с начальным скачком 
(1), (3) на отрезке ]1,0[  существует, единственно и представимо 
в виде: 

,    ),,(),(),(
ε

τεεε ttRtyty NN =+=                   (50) 
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а для остаточного члена ),( εtRN  справедливы оценки: 
 

,10     ,1,0    ,),( 1)( ≤≤−=≤ + tniKtR Ni
N εε        (51) 

 
где ),( εtyN  выражается формулой (41), а −≥ 0N любое 
целое число, −> 0K  некоторая постоянная, не зависящая от t  
и ε . 
        Доказательство. Из условии теоремы следует, что 
коэффициенты ),(tyk  Nk ,0=  разложения (41), однозначно 
определяемые из задачи (13к), (21к), вместе со своими 
производными до −− )1(n го порядка ограничены на отрезке 

]1,0[ . 
        В силу условия II в случае 2−≥ nN  коэффициенты 

0),(
)(

≥ττ
i

kw  при 1,0,2,0 −=−−= ninNk  являются 

функциями типа погранслоя, а коэффициенты ),(
)(
τ

i

kw   

1,3 ++−= NnNk , для значении  )3(,0 +−−= nNki  - 

ограничены, а для 1),2( −+−−= nnNki  являются при 
0≥τ  функциями типа погранслоя. 

        В случае 2−< nN  функции 1,0),(
)(

+= Nkw
i

k τ   для 

значении  )3(,0 +−−= nNki  - ограничены при 0≥τ , а для 

1),2( −+−−= nnNki  являются при 0≥τ  функциями 
типа погранслоя. 
        В силу условия IV решение интегрального уравнения (49) 
на отрезке 10 ≤≤ t  существует, единственно и представимо в 
виде: 
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,)],0,(),0(...),0,(),0(

),([),(),0,(),0(

...),0,(),0(),(),(

1
)1(

0

1

0
1

)1(

0

dssRsR

sfstRtR

tRtftz

n
n

NN

n
n

N

N

εαεεαε

εεαε

εαεεε

ε

−
−

−
−

+++

+++

+++=

∫   (52) 

 
где −),( stRε  резольвента ядра ),( stKε . Для ),,0,( εα ti  

1,0 −= ni  справедливы оценки: 
 

2,0,),0,(,),0,( 1 −=≤≤ − niKtKt ni εεαεα            (53) 
 

        Тогда из (48) непосредственно следует, что решение задачи 
(45) и, тем самым, задачи (1), (3) на отрезке 10 ≤≤ t  
существует и единственно. 
        Докажем теперь оценки (51). Так как 
резольвента ),( stRε ядра ),( stKε ограничена, то из (52) с 
учетом  (47), (45), (53) получаем: 
 

10    ,),( 1 ≤≤≤ + tKtz Nεε                                        (54) 
 

        Теперь, из (48), учитывая (45), (54) и оценки функций Коши 
(49) из главы 1, получим оценки (51). Теорема 4 доказана. 
 
 
                                      Основная задача 
 
        Вернемся теперь к исходной сингулярно возмущенной 
задаче (1), (2). Решение задачи Коши с начальным скачком 

−− )2(n го порядка (1), (3) обозначим через 

),,,...,,( 20 εcaaty n− . Постоянные caa n ,,..., 20 −  подберем 
так, чтобы при 1=t  это решение удовлетворяло условиям (2): 
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.1,0    ,),,,...,,1( 20)( −==− nicaay i
ni αε                    (55) 

 
     Подставим сумму (8) с учетом (9) в (55). При этом вместо 
точного решения подставим его асимптотическое разложение, в 
котором будем указывать на зависимость )(tyk не только от t , 

но и от 2,0,, −= nica k
i
k . Тогда в силу оценок (27к) из (55) 

имеем: 
 

,1,0   ,),,...,,1( 0
2

0
0
0

)(
0 −==− nicaay i

ni α                     (560) 
 

1,1,0   ,0),,...,,1( 20)( ≥−==− knicaay k
n
kk

i
k             (56k) 

 
Подставляя (390) в (560) имеем: 
 

1,0

,)1()1()0(...)1()0( )(
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)(
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)2(
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00

−=

=+++ −
−

ni

ruyuy i
ii

n
ni α

      (57) 

где 2,0),(),( 0 −= nitrtui  выражаются формулой (40). 
        Рассмотрим выражение (40) для )(0 tr .Отсюда с учетом 
(32), (7) имеем: 
 

∫∫ −
−− Ψ

+
Ψ

=
t

n
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t
n dssK

sA
st

A
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dssF
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st
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0
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(58) 
 

Здесь и в дальнейшем использовано обозначение  

      

∫+≡

∫+≡ −−−

1

0

1

0
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)(),()()(

,)0,(),()0,()0,(

ξξξ

ξξξ
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     (59) 
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Подставляя (58) в (57) и учитывая (210), получим: 
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где 2,0),( −= nitui  выражается формулой (40), а  
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где )(),0,(1 sFsKn−  имеет вид (59), а 1,0),1()(
0 −= nid i  не 

зависит от  .,,..., 0
2

0
0
0 caa n−  

     Теперь подставим (39к) в (56к): 
 
 

,1,0        ,...,2,1       

,0)1()1()0(...)1()0( )()(
2

)2()(
0

−==

=+++ −
−

nik

ruyuy i
k

i
n

n
k

i
k         (62) 

 
где функция )(trk , выражаемая формулой (40), с учетом (32) 
примет вид: 
  

∫ ∫+
Ψ

= −
t

kk
n

k dsdFsRsF
sA

st
tr
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1

01

2 ])(),()([
)(

),(
)( ξξξ       (63) 

 
    Представим функцию )(tFk , выражаемую формулой (14), с 
учетом (24) в виде: 
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(64) 

 

где )(tkδ  не зависит от .,,..., 20
k

n
kk caa −  

     Тогда, подставляя (64) в (63), получим: 
 

),()0,(
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tdssK
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st
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c
tr k

t

n
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Ψ
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где )(tkρ не зависит от k

n
kk caa ,,..., 20 − .     

Подставив (65) в (62) и учитывая (21к) получаем систему 
линейных уравнений относительно k

n
kk caa ,,..., 20 − : 

 
 

,1,0   

),1()1()1(...)1( )()(
1

)(
2

2)(
0

0

−=

=+++ −−
−

ni

ducuaua i
k

i
nk

i
n

n
k

i
k        (60к) 

 
где 2,0),( −= nltul  выражается формулой (40), 

−− )(1 tun формулой (61), а )(tdk  не зависит от  

k
n
kk caa ,,..., 20 − . 

        Из коэффициентов при неизвестных ,...,0
ka k

n
k ca ,2−  

системы уравнений (60к), к=0,1,… образуем главный 
определитель: 
 
 

)1(    )1(   ...  )1(

..............................................
)1(        )1(   ...       )1(
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                       (66) 

 
Подставляя вместо элементов 1,0,),1()( −= njiu j

i  
определителя ∆  их значения из (40), (61) и прибавим к 
элементам последнего столбца элементы предпоследнего 
столбца, умноженные на ))0(/1( 1A− . Тогда замечаем, что 
последний столбец определителя (66) будет состоять из 
элементов 
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             (67) 

 
или с учетом формул  (109) и (71), (73) главы 1 столбец (67) 
примет вид: 
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                                    (68) 

 
        Из (40) и формул (69), (109) главы 1 для элементов 
остальных столбцов определителя ∆  имеем: 
 

                    
)1()1()1(

,2,0,),1()1(
)1()1(

)()(

i
n

i
n

i

j
i

j
i

STu

njiTu
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−=≡
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                      (69) 

 
        Таким образом, в силу (68), (69) сравнивая ∆  с 
определителем )1(ω (см. формулу (80) гл.1), получаем 

)0(/)1( 1Aω=∆ . Тогда из предположения V следует 0≠∆ . 
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        Следовательно, система уравнений (60к), к=0,1,… 

разрешима относительно ,...1,0   ,,,..., 20 =− kcaa k
n
kk .   

Обозначим это решение через  .,,..., 20
k

n
kk caa −  

        Теорема 5. Пусть выполнены все условия теоремы 4. Тогда 
при достаточно малых ε   в некоторой достаточно малой  

окрестности значений 0
2

0
0
0 ,,..., caa n−  существуют 

единственные )(),(),...,( 2200 εεε ccaaaa nn === −− , 

представимые в виде: ),...,(0
0

0 εOaa += += −− 2
0

2 nn aa  
)(),( 0 εε OccO +=+  и такие, что решение 

),,,...,,( 20 εcaaty n−  сингулярно возмущенной задачи (1), (3) 
на отрезке 10 ≤≤ t  является единственным решением ),( εty  
сингулярно возмущенной задачи (1), (2) и это решение 
допускает следующее асимптотическое разложение: 
 

∑ =++

∑ +=

+

=

−

=

−

1

0

2

0

20

,     ),,()(

),,...,,(),(

N

k
Nk

kn

N

k
k

n
kkk

k

ttRw

caatyty

ε
τετεε

εε
                        (70) 

 
а для остаточного члена ),( εtRN  справедливы оценки: 
 

,10        ,1,0    ,),( 1)( ≤≤−=≤ + tniKtR Ni
N εε        (71) 

 
где −> 0K некоторая постоянная, не зависящая от t  и ε . 
        Доказательство. Докажем разрешимость системы 
уравнений (55) относительно caa n ,,..., 20 − . Для этого сначала 
обратимся к уравнению (130) с начальными условиями (210) и 



 91

продифференцируем по параметрам 0
2

0
0
0 ,,..., caa n− . Тогда, 

вводя обозначение: 
 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=
∂

∂

−=
∂

∂

=
−

−

1           ,
),,...,,(

,2,0          ,
),,...,,(

)(

0

0
2

0
0
00

0

0
2

0
0
00

0

ni
c

caaty

ni
a

caaty

tz
n

i

n

i     (72) 

 
относительно )(0 tzi  получим линейное интегро-
дифференциальное уравнение: 
 

)()](),(

...)(),()(),([)(

)1(
01

1

0
010000

tGdxxzxtK

xzxtKxzxtKtzL

i
n

in

iii

++

∫ ++′+=

−
−

    (73) 

 
с начальными условиями: 
 

  ,2,0,          
,      ,1
,     ,0

)0()(
0 −=

⎩
⎨
⎧

=
≠

= nji
ji
ji

z j
i  

(74) 

⎪
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⎪
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⎧

−=

−=
=− ,2        ,

)0(
1

,3,0             ,0
)0(

1

)(
10 nj

A

nj
z j

n                

 
где  
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=
= − .1      ,

)0(
)0,(

,2,0                ,0
)(

1

1 ni
A

tK
ni

tG ni                           (75) 

      
        Аналогично решению )(tyk  задачи (13к), (21к), 
представимое в виде (39к), решение )(0 tzi  задачи (73), (74) 
имеет вид: 
 

,1,0  

),()()0(...)()0()( 2
)2(

0000

−=

+++= −
−

ni

tqtuztuztz in
n

iii    (76) 

 
где 2,0),( −= nltul  выражается формулой (40), а  
 

∫ ∫+
Ψ

= −
t

ii
n

i dsdGsRsG
sA

st
tq

0

1

01

2 .])(),()([
)(

),(
)( ξξξ        (77) 

 
Из (76) с учетом  (61), (74),(75), (77) окончательно получаем 
решение задачи (73), (74) в виде: 
 

,1,0           ),()(0 −== nitutz ii                       (78) 
 

где 1,0),( −= nitui - выражаются в виде (40),(61). 
        Теперь обратимся к сингулярно возмущенной задаче (1), (3) 

и продифференцируем ее по параметрам caa n ,,..., 20 −  и 
вводя обозначение: 
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ε          (79)             

получим следующее линейное интегро-дифференциальное 
уравнение: 
 

dxxzxtK

xzxtKxzxtKzL

n
in

iii

)],(),(

...),(),(),(),([

)1(
1

1

0
10

ε

εεε

−
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∫ ++′+=
      (80) 

 
с начальными условиями: 
 

,1,0    ,2,0         
,           ,1
,          ,0

),0()( −=−=
⎩
⎨
⎧

=
≠

= njni
ji
ji

z j
i ε                         

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=
=− 1          ,1

,2,0          ,0
),0()(

1 nj

nj
z j

n

ε

ε                                      (81) 

 
        Сингулярно возмущенная задача (80), (81) того же типа, что 
и задача (1), (3). Следовательно, в силу теоремы 4 
асимптотическое разложение решений задачи (80), (81) при  

1=t  имеет вид: 
 

,1,0,    ),()1(),1( )(
0

)( −=+= njiOzz j
i

j
i εε                 (82) 

 
где −)(0 tzi  решение задачи (73), (74) и имеет вид (78). 
Из (82) с учетом (66), (78) имеем: 
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)(

),1(      ...    ),1(

........................................  
),1(       ...         )(1,
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     (83) 

 
        Так как 0≠∆ , то из (83) получаем: 

                  0
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........................................  
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),1(       ...         ),1(
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                    (84) 

        Если учесть обозначения (79), то из (84) следует 
однозначная разрешимость системы уравнений (55) 

относительно caa n ,,..., 20 − .  
        Докажем теперь существование и единственность решения 
задачи (1), (2). Для этого рассмотрим уравнение (1) с 
начальными условиями: 
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0

0
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caay
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ni

ε

ε          (85) 

      

где −−= 00   ,2,0, cnia i  уже известные параметры, 
найденные как решение системы (560). 
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        По теореме 4 решение ),,,...,,( 0
2

0
0
0 εcaaty n−  задачи (1), 

(85) на отрезке 10 ≤≤ t  существует, единственно и при 1=t  
имеет представление: 
 
 

1,0),(

),,...,,1(),,,...,,1( 0
2

0
0
0

)(
00

2
0

0
0

)(

−=+

+= −−

niO

caaycaay nini

ε

ε
      (86) 

 
Из (86) с учетом (560) получим: 
 

,1,0 ),(),,,...,,1( 0
2

0
0
0

)( −=+=− niOcaay i
ni εαε        (87) 

 

т.е. решение ),,,...,,( 0
2

0
0
0 εcaaty n−  задачи (1), (85) 

удовлетворяет системе уравнений (55) с точностью порядка 
)(εO . 

        Из (55) и (87) имеем: 
 

1,0     ),(

),,,...,,1(),,,...,,1( 0
2

0
0
0

)(20)(

−==

=− −−

niO

caaycaay nini

ε

εε
   (88) 

 
Из (88) непосредственно следует представление: 
 

).(
,2,0     ),(

0

0

ε
ε

Occ
niOaa ii

+=
−=+=

                             (89) 

 
        Таким образом, при достаточно малых ε ,  в некоторой 

достаточно малой окрестности значений  0
2

0
0
0 ,,..., caa n−  

существуют единственные caa n ,,..., 20 − , представимые в 
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виде (89). Тогда решение ),,,...,,( 20 εcaaty n−  сингулярно 
возмущенной задачи (1), (3) на отрезке 10 ≤≤ t  является 
единственным решением сингулярно возмущенной задачи (1), 
(2) и оно имеет представление (70). 
        Докажем теперь оценки (71).С этой целью рассмотрим 
уравнение (1) со следующими начальными условиями: 
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где 
 

,... €

,2,0,... €

10
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N
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i
N

Niii
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εε

εε
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          (91)                     

 

причем коэффициенты k
i
k cnia    ,2,0, −=  при Nk ,0=  

являются уже известными параметрами, найденными из 
системы (56k). 

        По теореме 4 решение ),€,€,...,€,( 20 εcaaty n−  задачи (1), 
(90) при 1=t  имеет представление: 
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  (92) 
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С учетом (560), (56k) из (92) получим: 
 

1,0),(),€,€,...,€,1( 120)( −=+= +− niOcaay N
i

ni εαε      (93) 
 

        Следовательно, решение ),€,€,...,€,( 20 εcaaty n− задачи (1), 
(90) удовлетворяет системе уравнений (55) с точностью порядка 

)( 1+NO ε . Тогда из (93) с учетом (55), имеем: 
 
 

1,0  ),(

),€,€,...,€,1(),,,...,,1(
1

20)(20)(

−==
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caaycaay
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Из (94) непосредственно следует представление: 
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т.е. параметры  2,0,, −= nicai  представимы в виде: 
 

                         
....

,2,0          ..., 

10

10

++=
−=++=

ccc
niaaa iii

ε
ε

 

 
        Тогда из теоремы 4 получим оценки (71). Теорема 5 
доказана.  
         
Пример.  
В заключение для иллюстрации полученных результатов 
рассмотрим вновь задачу (125), (123) главы 1, обладающую 
явлением начального скачка первого порядка: 
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)(2
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        Точное решение задачи (95) выражается формулой (142) 
главы 1. Так как решение задачи (95) в точке 0=t  обладает 
явлением начального скачка первого порядка, то для построения 
асимптотики решения задачи (95) предварительно рассмотрим 
вспомогательную задачу Коши с начальным скачком: 
 

,)(),0(),(),0(),(),0( 10

ε
εεεεεε cyayay =′′=′=        (96) 

 

где  )(),(),( 10 εεε caa  представимы в виде асимптотического 
ряда по степеням ε : 
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        Найдем регулярный член нулевого приближения )(0 ty ,  
который является решением следующей задачи: 
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где  

                              0
1
00 ,2)( cact =∆=∆                                 (98) 
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Решение задачи (97) с учетом (98) имеет вид: 
 

                           .)()( 2
00

1
0

0
00 tctcaaty −++=                 (99) 

 
        Пограничный член нулевого приближения )(0 τw  
определяется из следующей задачи: 
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откуда имеем: 
                          )exp()( 00 ττ −= cw                                      (101) 
 

        Найдем 0
1
0

0
0 ,, caa . Для этого подставим (99) в начальные 

условия 201000 )1(,)1(,)1( ααα =′′=′= yyy . Тогда получаем 

систему  алгебраических уравнений относительно 0
1
0

0
0 ,, caa : 
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Система (102) в силу линейности задачи (97) имеет 
единственное решение: 
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1

1
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10
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Подставляя (103) в (99) и (101) получаем коэффициенты 
нулевого приближения )(),( 00 τwty (главные члены 
асимптотики): 
 

             22
21

2
100 2

)(
2

)( ttty α
αα

α
αα +−++−= , 

              ,     ),exp(
2

)( 2
0 ε

ττ
α

τ tw =−−=                        (104) 

 
причем из (104) видно, что )()(0 tyty ≡  (см.(143) гл. 1). 
        Из вида точного решения задачи (95), выражаемого 
формулой (142) главы 1, для ее решения ),( εty с учетом (104) 

следует представление: )()()(),( 00 ετεε Owtyty ++=   т.е. 
для данной задачи (95) теорема 5 будет справедливой.  
 
 
 
 


